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A IDEIA BASICA DO ESTUDO

Todo e qualquer quadrado perfeito pode ser colocado em fungado de um outro
quadrado perfeito conhecido, quer seja sucessor ou ndo, quer seja maior ou menor.
Como visto também na regressao de Julia.

No presente estudo, iremos interagir apenas com os quadrados perfeitos, pois suas
disténcias sao inteiras.

Perceba, se resolvéssemos tratar aqui dos quadrados imperfeitos teriamos
numeros cujo distanciamento, de um para outro, seria irracional. Mesmo assim, as
relacdes obtidas para os perfeitos valeriam para os irracionais.

Com isso quero dizer que vamos partir de uma ideia facil de entender, para no
futuro tentarmos |he dar com o mais real possivel: o irracional. Visto que o mundo
se expressa muito mais e melhor através que quantidades imperfeitas, e muitas das
vezes mais que quebradas.

Algo a ser mencionado € que utilizaremos a seguinte propriedade do calculo
VX - Vy = (x - y)/(Vx + y)

Util quando se pretende provar que a funcéo raiz quadrada é continua ou
diferenciavel, ou no calculo de certos limites.

Essa expressa uma distancia inteira, quando estivermos falando de quadrados
perfeitos, ou uma distancia irracional, quando a medida estiver entre um quadrado
perfeito e um imperfeito. E o mesmo valera para dois imperfeitos, cuja distancia
igualmente sera irracional.
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|. vk COMO O PRODUTO DE DOIS QUADRADOS PERFEITOS
vk = V(xey) = x + geVx, com x < y.
DEMONSTRACAO

V(xey) = Vx*\ly, com x < y. Logo y pode ser posto em funcéo de x, ou x em fungdo de
y.

PRIMEIRO CASO
y em fungao de x

Como n&o sabemos se x € ou ndo quadrado perfeito sucessor de y, diremos que a
distancia de x até y € medida por g. Sendo g um numero inteiro positivo.

VK = xeVy = VxV(Vx + g)?

Que por sua vez, simplificando, vale

Vk = VxeVy = Vxe(\x + Q)

E fazendo a distributiva, obtemos

[ VxeVy = x + gVx ]

SEGUNDO CASO

X em fungéo de y

Como nao sabemos se y € ou ndo quadrado perfeito sucessor de x, adotaremos
uma distancia g, inteira positiva. E se y = (V¥x + g)?, entdo x = (\y - g) Logo,
obtemos que

Vxey = VyV(Vy - g)?

Que por sua vez vale

Vxey = Vy+(Vy - g)
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De modo simplificado
[VxVy =y-gVy]
Portanto

[V(xey) = Vxe\y =x + gVx =y - gy ]

ll. "k COMO O PRODUTO DE TRES QUADRADOS PERFEITOS

Para quadrados perfeitos que podem ou n&o serem sucessores entre si.
Vk = V(A+B+C), com A< B < C.

Separando C do radical e aplicando a ideia de (l), obtemos

V(A+B) » \C

(A + g-VA)\C

A\C + geVA\C

A\C + g*V(A:C)

Veja que de A até C temos uma distancia h. Logo, colocando o par de quadrados
em fungcdo do menor, obtemos

AC + ge(A + heVA)

Depois, colocando C em funcao de A, obtemos

As(VA + ) + g*(A + hJA)

Fazendo a distributiva

AVA + joA + g°A + geheVA

Ordenando os termos para melhor visualizar sua simplificagdo, adquirimos

j*A + geA + geheVA + A-VA
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E de modo simplifado obtemos

[(j+g)A+(gh+ANA]

lIl. \k COMO O PRODUTO DE QUATRO QUADRADOS PERFEITOS

Sejam v, x, y e z quadrados perfeitos, e ndo necessariamente consecutivos entre si.
V(vexeyez), comv<x<y<zev, XYy, z€EZ+

V(vex) * \(y*z)

Primeiro caso

V(vex), com v < x

Logo V(vex) = v + h\v

Segundo caso

V(y*z), comy < z

Logo V(y-z) =y + j\y

Vk = V(vexeysz) = V(vex) « V(y*z) = (v + h\v) « (y + j\y)

Como v <y, entdo é possivel colocar y em fungdo de v. Deste modo y = (\V + t)2,
Logo aVy = v +t.

Substituindo, obtém-se duas simplificagcdes possiveis:

PRIMEIRA SIMPLIFICACAO

Seja a Vk possivel de ser decomposta num produto de quadrados perfeitos, de
modo que obtemos

V(Vexeyez)
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Que por sua vez pode ser igualado a
V(vex)V(y+z)

E colocando cada raiz quadrada de uma das duplas em funcdo do seu menor
quadrado perfeito, conseguimos o seguinte produto

(v + healv)e(y + joly)

Colocando Vy em funcéo de v
(V + hev)s(WV + t) + jo(VV + 1)) (1)
Simplificando conseguimos

[ Vk = Vve(\v + h)e(\V + t)e(j + 1) ]

SEGUNDA SIMPLIFICACAO

(V + heav)e[(VV + 1) + je(\V + 1)] (1)

(V + heWW)o(W + t) + (v + hevv)sje(\V + 1)

(W + t)v + (W + Hhv + j(W + v + j(IV + Hhy

W(V + th + vj + thj) + tv + vjt + vh + hjv

W(V(1 +j) + th(1 +j)) + tv(1 + ) + vh(1 + )

W(V + ht)(1 +j) + (vt + vh)(1 +])

V(v + ht)(1 +]j) + v(t + h)(1 +])

Simplificagéo resultante, com produtos, somas e apenas um radical conhecido

[ Vk = VWe[(v + het) + ve(t + h)]*(1 +j) ]
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