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1 O que é Congruéncia Modular?

Congruéncia modular ¢ uma relagao de equivaléncia entre dois inteiros a ¢ b que deixam
o mesmo resto quando divididos por um inteiro n. Entao, dizemos que a ¢ congruente a
b médulo n e denotamos
a=b (modn).
Adota-se n como um inteiro estritamente maior que 1.
Dizer que ¢ uma relagao de equivaléncia significa que a relagao, no conjunto dos intei-

ros, c:

1. Reflexiva: a = a (mod n);
2. Simétrica: a = b (mod n) = b= a (mod n);

3. Transitiva: sc a =b (mod n) ¢ b= ¢ (mod n), entao a = ¢ (mod n).

Essa relacao de equivaléncia da origem as classes de equivaléncia modulo n, que parti-
cionam o conjunto dos inteiros em conjuntos disjuntos; ou scja, cada niimero inteiro, sob
a relacao de equivaléncia modulo n, pertence a uma e somente uma classe de equivaléncia.

n da origem a n classes de equivaléncia que vao do zero até n — 1. Denotamos cada
classe de equivaléncia como [z] ou z. Quando reunimos todas essas classes de equivalén-
cia num novo conjunto, criamos o chamado conjunto quociente, denotado por Z/nZ ou
simplesmente Z,,. Por exemplo:

Zs ={[0],[1],[2]} ou Z3=1{0,1,2}.

No dia a dia utilizamos as classes de equivaléncia modulo 12 ¢ nem percebemos.
Quando usamos 15 horas ¢ 3 horas da tarde para representar o mesmo horario, estamos
dizendo que 15 =3 (mod 12).

2 Propriedades da Congruéncia Modular

2.1 As trés propriedades que definem relacao de equivaléncia
1) Reflexiva: a = a (mod n)
2) Simétrica: a =b (mod n) = b= a (mod n)

3) Transitiva: sc a =b (mod n) ¢ b= ¢ (mod n), entao a = ¢ (mod n)
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2.2 Compatibilidade com as operacoes aritméticas

Sca=b (mod n)ecc=d (mod n), entao:
1) a+c=b+d (mod n)
2) a—ec=b—d (mod n)

3) a-c=b-d (mod n)

2.3 Compatibilidade com potenciacao

Sc a=b (mod n), entao

ak = p¥ (mod n), Vk &€ Z-o.

2.4 Compatibilidade parcial com a divisao
Sca-c=b-c (modn), entao:

n

1) a=b (mod ——r——
) a=b (mod GrErs)

2) a=b (mod n) <= MDC(¢,n) = 1. Em particular, sc p ¢ primo: a = b (mod p).

2.5 Mudanca de médulo
e Sca=b (modn)ecd|n (ddivide n), entao a = b (mod d).

e Sca=b (modn),entao a-n=>b-n (mod n-n).

2.6 Existéncia de inverso multiplicativo

O inverso multiplicativo de @ médulo n é o inteiro a*! tal que
a-a'=1 (mod n).

Existe a ! se e somente se MDC(a,n) = 1.

Se n ¢ primo (p), todas as classes de equivaléncia modulo p possuem inverso a ', ¢ Z,
¢ um corpo finito.

3 Algoritmo de Euclides para o Calculo de MDC(a, b)

Seja a,b € Z com a > b. Entao:

‘Q‘n G G2 - Gn—1 n
a, b‘?"(] ry 1o -+ MDC(a,b) 0




onde:

go = parte inteira da divisao de a por b,
9 = resto da divisao de a por b,

q1 = parte inteira da divisao de b por 7,
. = resto da divisao de b por 7,

g2 = parte inteira da divisao de rg por ry,

ro = resto da divisao de ry por 7,

O algoritmo converge para MDC(a, b) igual a r,, 1, o resto da divisao de r,, 3 por 7, .
Essa ¢ a peniltima divisao do algoritmo. A dltima, r,, o/7, 1, levara a g, ¢ resto r, = 0.

Exemplo 1.

2 1 1 2

21 14 0

MDC(91,35) :

MDC(91, 35) = 7.
91, 35 - C(91,35)

4 Algoritmo para o Calculo do Inverso Multiplicativo

a~t Moédulo n, Baseado no Algoritmo de Euclides
para o Calculo de MDC(n, a)

a-a'=1 (modn), n>a.

Condigao de existéncia: MDC(n,a) = 1.

‘ go 1 g2 -+ (n-1 ({n
n, a ‘ ™0 1 T2 -+ 1 0

-1

1 Tn—1 — Qn-2
a mod n = dﬂ =Tn—3 — Qn-1, d’ﬂ -

Tn—2

dflﬂ ('rn—fi - qu—'i) dfll (TH—S - qu—fi)

dy = dy = : (n—1 IMPAR)
Tn—a T'n—6
di _ dﬂ(rn—ﬁ - Q'u—?})? (n—l PAR)
Tn—3

Formula final:
1 d(n — o)
a = ——>"
T
-1 _ dk(a - Ql)
51

se n—1 for IMPAR

a sc n—1 for PAR

Exemplo 2. n =83, a = 13. Calcular a™*.

6 2 1 1 2 o
B 135 3 210 " L=3(IMPAR)
5-1 4 2%x83—6 160
dﬂ:)—:_:21 dl:a_lzx%b: 6:32
2 2 g -



Verificagdo: a-a ' =1 (mod n):
13x32=416=1 (mod 83).v
Portanto, a=' = 32 (mod 83), ou seja, 32 € o inverso multiplicativo de 13 mdodulo 83.

Exemplo 3. n =179, a = 37. Calcular a™*.

|4 156 .
179,37/31 6 1 0 1 =2 (PAR)
31-5 26 x 179 —4 4650
dy = =26 d=a'!= = = 150.
0 ' . L= 31 31 n
Verificacao:

37 x 150 =5550 =1 (mod 179).v
Portanto, a~' = 150 (mod 179).

5 Teorema de Bézout
Se MDC(a, b) = d, entao existem dois inteiros z ¢ y tais que
ar + by = d.

Se MDC(a, b) = 1, segue que ax + by = 1.
Aplicado a MDC(n,a): nz + ay = 1, donde

ay — 1
y=a "modn, T = i .

Exemplo 4. n =83, a =13, a ' = 32:

o 13x32-1

y = 32, T —23 = —9.

Verificacao:
83 x (—=H)+13x32=—-415+416 =1.v/

6 Funcao Totiente de Euler ¢(n)

A funcao totiente de Euler, ¢(n), ¢ uma funcao aritmética que conta quantos nimeros
inteiros positivos menores ou iguais a n sao coprimos com 7.

Exemplo 5. ¢(10) = 4: inteiros positivos menores ou iguais a 10 sao 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10.
Desses 10 valores, apenas 1,3,7 €9 sao coprimos com 10, portanto ¢(10) = 4.

Se n ¢ primo, ¢(p) =p — 1.
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6.1 Formula para o calculo de ¢(n)

d(n) =p* Hpr—1) - p5* Hpa — 1) Pt (e — 1),
onde p, ¢ um fator primo na fatoracao prima de n e a; o expoente desse fator primo.
Exemplo 6. ¢(10): 10 = 2! x 5, logo
p(10) =2"12-1)-5"1(5-1)=2"-1.54=1-4=4.
Exemplo 7.
p(17) =171 (17 -1)=17"-16 =16 =p — 1.
6.2 Teorema de Euler

Se MDC(n,a) = 1, entao _
a®™ =1 (mod n).

Exemplo 8. n =10, a =7, MDC(10,7) = 1, ¢(10) = 4:

7'=1 (mod 10), 8401 =1 (mod 10).v’

6.3 Pequeno Teorema de Fermat

Se n = p (primo), entao
a?'=1 (mod p).

Como ¢(p) = p — 1, o Pequeno Teorema de Fermat ¢é um caso particular do Teorema de
Euler, ou scja, o Teorema de Euler generaliza o Pequeno Teorema de Fermat para n nao
primos.

7 Sistema Completo e Sistema Reduzido de Residuos

Moédulo n

Um sistema completo de residuo médulo n ¢ o conjunto das n classes de equivaléncia
modulo n indo de [0] até [n — 1. Por padrao, utilizamos o representante da classe menor
que n.

Exemplo 9. n = 10: sistema completo de residuo modulo 10:
(0], [1], [21, [3], [4], [5] [6], [7], [8], [9].
Por padrao: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Um sistema reduzido de residuo médulo 7 ¢ o conjunto das classes de equivalénceia
que sao coprimas com 7.

Exemplo 10. n = 10: sistema reduzido de residuo modulo 10:

111, 3], 71, [9].

Por padrao: 1,3,7,9.
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8 Teorema de Wilson
(p—1)!'=—-1 (modp), p primo.
Exemplo 11. p=7: 6! = —1 (mod 7), i.e., 720 = —1 (mod 7). v

Se n ¢ par ¢ n+ 1 ¢ um nimero primo, entao

n! 2
— =2k
(n) + n

Em termos de congruéncia:

(n—1)!'=1 (modn+1).

9 Sistema Linear de Congruéncia Modular

r=a (modb) ¢ z=c (modd).

Condigao necessaria e suficiente: MDC(d, b) = j divide (¢ — a).
Infinitas solugoes:

T = [(g)_l (mod (;)] -?(c—a)jLa.iE.

1

| =

-, w e 7.
J 7

Se j = MDC(d,b) = 1:
z=(b"'modd)-b-(c—a)+tatb-d-w, welZ

Exemplo 12. Sistema: © =3 (mod 7) e x = 17 (mod 46).
Dados: a =3,b=17, c= 17, d = 46.
Algoritmo de Buclides para b~! mod d:

6 1 1 3
46,714 3 1 0

46 x3—6 132
1 3, b_lmodd:%b: 4

c—a=17—-3=14.
r=(33-7T-14+3)£7-46-w = 3239 £ 322 w.

= 33.

3239 17
— =10+ —, 1 =17+ 322w.
355 ) + 355" 0go T T+ 322u

Portanto, © = 17 (mod 322) sao as infinitas solucoes para o sistema, e 17 é o menor
valor inteiro positivo.

Para w:

10 Mapa de Congruéncia Modulo n e Regra Geral de
Divisibilidade
Seja k um niimero natural na base 10. Entao temos:

E=dyx10°+d; x 10" +dy x 102+ ---+d,, x 10™.
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10.1 Mapa de congruéncia mod 7

1x10°=1=1 (mod?7)
Ix10'=1x10=10=3 (mod?7)
1x10°=3x10=30=2 (mod7)
1x10°=2x10=20=6=—1 (mod 7)
I1x10'=6x10=60=4= -3 (mod7)
1x10°=4x10=40=5= -2 (mod 7)
1x10°=5x10=50=1 (mod7) (ciclo)

Entao, podemos reescrever £ mod 7 como:

Exemplo 13. Seja k = 87. Queremos saber se 7 divide 87.
87 =7 x 10" +8 x 10"
Em modulo 7: 1 xT+3x8=7T+24=31=1x1043x3=10+9=1x0+3x1=3.
Portanto, 7 nao divide 87 porque deiza resto 3 na divisio (de fato, 87 =12 x 7+ 3).

Exemplo 14. Queremos saber se 13 divide 1911.
Mapa de congruéncia modulo 15:

1=1 (mod 13)
10 =10 (mod 13)
100=9 (mod 13)
1000 =12 = —1 (mod 13)
10000 =3 = —10 (mod 13)
100000 =4 = -9 (mod 13)
1000000 =1 (mod 13) (ciclo)
Entio 1911 mod 13 =1x1+1x10+9x9+1x(-1)=1+10+81—-1=9L
9N =(-12)x1+10x7=—-124+T70=78=1x8+(—3) x 7T=8—21 = —13.
Observamos que 91, 78 e —13 deizam resto zero na divisao por 13, portanto 1911

também deizard resto zero na divisao por 13, o que permite concluir que 13 divide 1911.
De fato, 1911 = 13 x 147.

Agora consideremos os mapas de congruéncia modulos 3 ¢ 2:
Médulo 3:

1=1 (mod 3)
10=1 (mod3) (ciclo)

Modulo 2:

1x10"=1=1 (mod 2)
1x10'=10=0 (mod 2)
1x10°=0x10=0 (mod 2)

1x10"=0 (mod 2)



Esses dois mapas explicam as regras de divisibilidade por 3 e por 2: n ¢é divisivel por
3 sc a soma dos scus digitos ¢ divisivel por 3; n ¢ divisivel por 2 se o digito da unidade ¢
par.

11 Mobdulo 9 — Um Moédulo Especial no Sistema de Nu-
meracao Posicional de Base 10

Sistema completo de residuos médulo 10:

Mapa de congruéncia modulo 9:

10°=1=1 (mod 9)
10'=1x10=10=1 (mod9) (ciclo)

Isso permite utilizar mod 9 nos algoritmos de adicao, subtracao, multiplicacao, divisao
¢ potenciacao para verificar se a operacao foi cfetuada corretamente.

11.1 Operacgoes verificadas por mod 9
1. Adigao: p; +p, =S  (p: parcela; S: soma)
2. Subtragao: p; + (—py) =d  (p: parcela; d: diferenga)
3. Multiplicagao: F} x F, = P (F: fator; P: produto)
4. Divisao euclidiana: d = D x ¢ +r (d: dividendo; D: divisor; r: resto)
5. Potenciagao: a* = P (a: base; k: expoente; P: poténcia)

Exemplo 15. 37 +45 =82. Em mod 9: (3+7)+ (4+5) = (8 +2), ou seja, 10+ 9 = 10;
1+0=1;1=1. Operacao efetuada corretamente.

Exemplo 16. 45—37 = 45+ (—37) = 8. Em mod 9: (4+5)+(—=3—7)=(9=0)+(—10 =
—1 =8) =8; 8 =8. Opera¢ao efetuada corretamente.

Exemplo 17. 37 x 45 = 1665. Em mod 9: (3+7) x (4+5)=10x9=(10=1) x (9 =
0) =1x0=0;0=0. Operagao efetuada corretamente.

4!'- . . -
Exemplo 18. %—) =1 com resto 8; 45 =37 x1+8. Em mod 9: (4+5) = (3+7) x 1 +8;
9=0=(10= 1) x1+8=9=0;0=0. Operacao efetuada corretamente.

Exemplo 19. 37 = 50653. Em mod 9: (3 +7) = 10° = 1* = 1; 1 = 1. Operagio
efetuada corretamente.



12 Tabuada com Padrao n = d; (mod 10) e Acréscimo
+a ou +a+1

Observacao: todo n ¢ congruente ao digito da unidade modulo 10.

Se a = 0, temos a tabuada do 1 (1 =1 (mod 10)):

1x1=01
1x2=02
1x3=03

1x4=04 1x5=05 1x6=06
Ix7=07 1x8=08 1x9=09(9=0(mod?9))
Soma-se a = 0 & medida que avangamos.
Se a = 1, temos a tabuada do 11 (11 =1 (mod 10)):
11x1=11
11 x2=22
11 x 3 =33
11x4=44 11 x5=5> 11 x6=66
11 x7=77 11x8=88 11x9=299 (99 = 0(mod 9))
Soma-sc¢ a = 1 4 medida que avancamos.

Para n =9 (mod 10): padrao com acréscimo +(a + 1), a = 9:

9x1=09
Ox2=18
9x3=27

I9x4=36 9x5=45 9Ix6=5H4
Ix7=63 9x8=T72 9x9=281(81=0(mod?9))
Soma-sc a + 1 = 10 & medida que avancamos.

Para n =3 (mod 10): padrao com acréscimo +a ou +(a + 1) alternados:

3Ix1=03
3 x2=06
3x3=09

Ix4=12 3x5=15 3 x6=18
3xT7=21 3x8=24 3x9=27=0(mod9))
Se a = 1: tabuada do 13:
13
26
39
H2| 65 78
91| 104 117 =0(mod 9)
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Quadro completo de padroes n = dy (mod 10) e acréscimos +a ou +a + 1:

Assinalamos com [J as posi¢oes em que o acréscimo muda do padrao +a para +a + 1
ou de +a + 1 para +a.

Os padroes devem ser construidos aos pares a ¢ b de modo que a + b= 10. Se a < b,
por padrao a tem acréscimo +a ¢ b tem acréscimo +a + 1.

n =1 (mod 10) n =9 (mod 10)
1 9
2 +a 8 +(a+1)
3 7
4 5 6 6 5 4
789 3 2 1
n =3 (mod 10) n =7 (mod 10)
3 7
6 +a 1 +(a+1)
9 1
5 8 O+ (atl) 5 2 O+a
47 6 3
n =2 (mod 10) n =8 (mod 10)
2 8
4 +a 6 +(a+1)
6 4
8 2 O+ (at+1) 2 0 O+a
4 6 8 6 4 2
n =4 (mod 10) n =6 (mod 10)

4 6

8 +a 2 +(a+1)
6 4 O+ (at+1) 4 0 O+a
6 2 4

n =5 (mod 10)

= o |||

+(a+1)

EE

0 [5] o
0
Exemplo 20. Queremos construir a tabuada do 86.
86 =6 (mod 10), a=8,a+1=09.
Tabuada do 86:

86, 172, [258], 344, 430, [516], 602, [688], 774 =0 (mod 9).

Portanto, 86 x 3 =258 e 86 x 9 = 774.

L+ a
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13 Algoritmo de Divisao via Inverso Multiplicativo de
D Moédulo 10

Divisao cuclidiana: d = D - g+ 7, com D' (mod 10).
Temos D '(d—7r)=D-D !¢ (mod 10); como D-D ' =1 (mod 10):

D'd-r)=1-gq=q (mod 10).

Exemplo 21. n = 1911, D = 7; D ' mod 10 = 3.

d=1911, r—=580, = 873.
1-0=1x3=23.

11-2=9x3=27=7 (mod 10).
9—-5=4x3=12=2 (mod 10).

14 Digitos de Verificacao do CPF via Mod 11

O CPF ¢ composto por 11 digitos, sendo o 99 digito o que indica a regiao da emissao do
documento.
92 digito:

e 1: DF, GO, MT, MS, TO

e 2: AM, PA, RR, AP, AC, RO
e 3: CE, MA, PI

e 4: PB, PE, AL, RN

e 5: BA, SE

e 6: MG

e 7: RJ, ES

e 8: SP

e 9: PR, SC

e 0: RS

Os dois altimos digitos sao digitos verificadores ¢ podem ser calculados via mod 11
com o scguinte algoritmo. Os exemplos a seguir referem-se ao mesmo CPF, 509 539 316,
calculando-se o 10° ¢ o 11° digitos verificadores.

109 digito:

Exemplo 22.



1x5=5=5 (mod11)
2x0=0+5=5=5 (mod 11)
3x9=27T+5=32=10 (mod 11)
4x5=20+10=30=8 (mod 11)
5x3=15+8=23=1 (mod 11)
6x9=54+1=55=0 (mod 11)
Tx3=21+0=21=10 (mod 11)
8x1=8+10=18=7 (mod 11)
9><6:54+7:61£ (mod 11)

Portanto, o 10° digito verificador é 6, ¢ o CPF parcial torna-se:

509.539.3166]
119 digito:
Exemplo 23. Para o 11° digito, utiliza-se o nimero de 10 digitos 5095393166, multipli-
cando cada algarismo (da esquerda para a direita) pelos pesos 1,2,3,...,10 e tomando o

resultado modulo 11.
3 1 6 6

5 0 5 3 9
| s
x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10

1x5=5=5 (mod11)
2x0=0+5=5=5 (mod 11)
3x9=27T+5=32=10 (mod 11)
4x5=20+10=30=8 (mod 11)
5x3=15+8=23=1 (mod11)
6x9=54+1=55=0 (mod 11)
7Tx3=21+0=21=10 (mod 11)
8x1=8+10=18=7 (mod 11)
9x6=54+7=61=6 (mod 11)
10x6=060+6=66=[0] (mod 11)

Portanto, o 11° digito verificador ¢ 0, e o CPF completo torna-se:
509.539.316-60

Resultado final: 509.539.316-60.
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15 Calendario Permanente a Partir de Janeiro de 1900

15.1 Tabela de meses
Valor Meses

0 Outubro, Janciro (ano nao bissexto)

1 Maio

2 Agosto, Fevereiro (ano bissexto)

3 Mar¢o, Novembro, Fevereiro (ano nao bissexto)
1 Junho

3) Setembro, Dezembro

6 Abril, Julho, Janciro (ano bissexto)

15.2 Calendario padrao

15.3 CaAlculos para obtencao do valor £
1. 2 =ANO — 1 =1 (mod 4)
2. y= i(:ﬁ — 1)
3. (x+y)=7 (mod 7)

4. k = j (ano nao bissexto); k = j + 1 (ano bissexto)

Exemplo 24. Construir o calenddrio de Junho de 2026.
2026 ¢ um ano nao bissexto. Tabela: Junho = 4.
Atualiza o calenddrio padrao para:

Cidlculos para o valor de k:

1. £ =2026 —1=2025=1 (mod 4)

2.y = %(2023 —-1)= %(2024) = 506
3.+ y=2025+ 506 = 2531 =4 (mod 7)
4. k=4

Atualiza o calenddrio para:

D S T Q@ @ S 8
04 2 38 4 5 6

Entao temos Junho de 2026:
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S T Q Q S S D
12 8 4 5 6 7
8 10 11 12 18 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30

09/06/2026: Ter¢a-Feira.

Exemplo 25. Queremos saber o dia da semana para a data 06/12/1964.
Ano: 196/ (ano bissexto). Tabela: Dezembro = 5.
Atualiza o calenddrio padrao para:

Q S S D S T @
o 1 2 3 4 5 6
Cidlculos para o valor de k:
1. x =1964 — 1 =1963 = 3 (mod 4)
2. y = 1(1963 — 3) = 1(1960) = 490
3. +y=1963 + 490 = 2453 = 3 (mod 7)
4. k=3+1=4 (bissexto)
Atualiza o calenddrio para:
S T @ @ S S D
0 2 3 4 5 6
Dezembro de 196/
T @ @ S S D S
1 2 38 4 5 7
§ 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 51

06/12/1964: Domingo.

16 Exercicios Classicos de Congruéncia Modular

Exercicio 1

Qual é o resto da divisao de 2% por 37
¢(3) = 2. Pelo Teorema de Euler: 290 =22 =1 (mod 3).

2100 — (22)5” =1"=1 (mod 3); 2100 = (mod 3).

Portanto, o resto da divisao de 2'% por 3 ¢ 1.
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Exercicio 2

Qual ¢é o algarismo das unidades (o ultimo digito) do nimero 7267

Sejan =dy x 10" +dy x 10" + --- +d,, x 10". Entao n = dy (mod 10), ¥n € N.
$(10) = 4. Pclo Teorema de Euler: 7909 = 71 =1 (mod 10).

2026
) = 506 com resto 2.

72026 — 72020 72 — (71)596 .49 = 1506.49 =49 =9 (mod 10).

Portanto, o algarismo das unidades de 72926 ¢ 9.

Exercicio 3

Um bando de piratas encontrou uma arca cheia de moedas de ouro. Quando
tentaram dividir as moedas igualmente por 5 piratas, sobraram 2 moedas. No
dia seguinte, ap6s uma briga onde dois piratas fugiram, tentaram dividir as
mesmas moedas igualmente pelos 3 piratas restantes e sobrou 1 moeda. Qual
0 menor niumero possivel de moedas que a arca continha?

Sistema:

r=1 (mod3), z=2 (mod?5).

Dados: a=1,b=3,c=2,d ="

b 'modd=3"mod5=2 (pois 3x2=06=1 (mod 5)).

(c—a)=(2-1)=1.

D.

r=b'modd-b-(c—a)t+atb-d-w=2x3x1+1£3x5xw=7=x15w.

Para w = 0: = = 7 mocdas.
Verificagao: 7=1 (mod 3); 7= 2 (mod 5). v’
O menor niamero possivel de moedas na arca é 7.

Exercicio 4
Encontrar os dois tiltimos digitos do ntimero 9192,
H(100) = p(22 x 52) =212 —1)-5'(5—-1)=2-1-5-4 = 40.
1002
40
91002 — (910)25 . 92 = 125.81 =81 (mod 100).

= 25 com resto 2.

(1002

Portanto, os dois tltimos digitos do niimero sao 8 ¢ 1.

Exercicio 5

Prove que o niimero n” — n é divisivel por 42 para qualquer inteiro positivo n.

42 = 2 x 3 x 7. Precisamos mostrar que n' — n ¢ divisivel por 2, 3 ¢ 7.
6

7 ¢ primo. Pelo Pequeno Teorema de Fermat: n® = 1 (mod 7), logo n” = n (mod 7),
portanto n” —n =0 (mod 7), ¢ 7 divide n” — n.
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Fatorando:
n —n=nm"—-1)(n*+1), n’—-1=n-1)(n)(n+1).

n" —n=(n)(n—-1n)(n+1)n*+1)=n(n—1)(n)(n+1)»n*+1).

(n—1)(n)(n+ 1) ¢ o produto de 3 inteiros consecutivos, portanto divisivel por 3, logo 3
divide n” — n.
Agora s6 precisamos mostrar que n' — n ¢ par:

n’ —n=n(n*-1)n*+1).

Se n é par, entao 2 divide n” —n. Se n é impar, tanto n® — 1 quanto n® + 1 sao pares, ¢ o
produto entre 2 pares é par, ¢ o produto entre um fmpar (n) ¢ um par (n® — 1)(n* + 1))
¢ par. Logo 2 divide n” — n. Isso conclui a prova. O

Exercicio 6

Uma editora quer embalar livros em caixas. Se usarem caixas que levam
exatamente 11 livros, sobram 4 livros fora. Se usarem caixas que levam 17
livros, falta exatamente 1 livro para preencher a ultima caixa (ou seja, sobram
16 livros). Sabendo que o estoque esta entre 100 e 300 livros, qual o nimero
exato de livros?
Sistema:
r=4 (modl1l), z=16 (mod 17).

Dados: a =4,b=11,¢=16,d=17. (¢ —a) =16 — 4 = 12.
Algoritmo de Euclides para b ! mod d = 117! mod 17:

1 115
17,11|6 5 1 0
6—1 | 17x5—1 84
i =5, b ! modd= 7} = — = 14.
1 ’ 6 6

z=[b"'modd|-b-(c—a)tath-d-w=14x11x12+4£11 x 17 x w = 1852 £ 187 w.
1852
187
Para w = 0: z = 169. Como 100 < 169 < 300, o numero exato de livros no estoque ¢é
169.

=9 +resto 169 = 1z =169 % 187 w.
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