Sequéncias Numéricas
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1 — O que sao sequéncias numéricas?

Sequéncias numéricas sao sequéncias ordenadas de nimeros, indexados pelos nameros
naturais: ap, as,as,... Ou scja, ¢ uma funcao f : N — R onde cada namero natural
(indice) 1,2, 3, ... esta associado a uma entrada na sequéncia. A rigor, qualquer sequéncia
aleatoria de niimeros ¢ uma scquéncia numcérica. No entanto, tém maior interesse as
sequéncias definidas por uma regra de construcao bem definida.



2 — Sequéncias numéricas que sao Progressoes Aritmé-
ticas de ordem £k

Termo geral:

i

ko
a, = a; + Z ?—ll AiH(n —J)
i=1 1

Jj=

onde k ¢ a ordem da P.A.; A* constante; A" diferenga entre termos consecutivos.

A= o —
AZ = (G.-:; — G.-g) — (G.-Q — ﬂl)

A = [(as — a3) — (a3 — a2)] — [(a3 — a2) — (a2 — a1)]

H(n —j) = (n—1)% fatorial decrescente de base (n — 1)
=1

Triangulo Gama I':

A = 1 G” = a1 il X ba—l 0 + a1 j—1
ry: | n
2: 11 (n—1)
3: 2311 (n—1)(n—2) =n?—3n+2
(

4: 6116 L 1 (n—1D(n—-2)(n—3) =n*—6n*+1ln—6

Obs;: Para uma PA dec ordem k é necessario conhecer k& + 1 termos iniciais.

Obs,: Dada uma PA de ordem k, as somas parciais de scus termos constituirao uma
PA de ordem £ + 1.

Ex: a, =(1,2,3,4,5,6,...)

A=ay,—a; =2—1=1 constante = PA;
Termo geral:
1 . . . .
G.--u:rh—f—Z—A‘(n—l):al—l—l-A(n—l) =1l4+n—1=n

i!
i=1

T,=(1,3,6,10,15 21, ...)=) i
i—1
A= s — Ay = 2

A2 = (ag —az) —(a —a1) =3 —2=1 constante = PAy



Termo geral:

1 1
T, =a, + i An—1)+ BT A*(n—1)(n—2)

1
Tn:al—|—1-A(?1—1)—|—§A2(n2—3n—|—2)

1
=1+2n—2+=-1-(n*—-3n+2)

2
1+2 2+1 2_ 3 +1
= n— -n" —=n

2 2
1, 1 n(n+1)
B

T, ¢ a soma parcial dos termos da sequéncia a,. Portanto, a,, ¢ uma PA de primeira
ordem ¢ T,, uma PA de segunda ordem.

Obs;: A cada PA de ordem k esta associado um polindémio de grau k que define o
termo geral da PA,.

1
2
a, = n, T, =-n"+-n

2 2

Ex: Vamos construir uma PA de terceira ordem com A® constante: a; = 1; ap = 4;
ag = g? g = 21.

AS — 5
1 4 9 21 45
3 ) 12 24
a
" 2 7 12
) )
AZ = 2? A = 3? a; = 1

i

3
au:al—kz;;l!Ail—[l(n—j)

Jj=

1 1 1
anzl—i—?-3(n—1)+2—|-2(n—1)(n—2)—|—2—'-5-(n—1)(n—2)(n—3)

1 1 ‘
ap =1+3n -3+ 3 2(n® —3n +2) + ra 5(n® — 6n® + 11n — 6)
5

Do 55
=14+3n—-3+n2-3n+2+-n*—5m?>+—n—->5
6 6
=4 RE
5) HH
a, =—-n>—4n®>+ —n—>5
5 6
=4 =4 325 275
5% 55 625 275
a5 =—-125—4-25+ —-5—-5= 5 — 100 f — 5 =150 — 105 =45
) ) ) )



3 — Sequéncias numéricas que sao Progressoes Geomé-
tricas de ordem Kk

Enquanto nas progressoes aritméticas k ¢ uma diferenca A* entre termos consecutivos,
nas progressoes geométricas k ¢ uma razao ¢* entre termos consecutivos.

Para o termo geral, basta pegarmos o termo geral das progressoes aritméticas ¢ tro-
carmos as opcracoes de adicao para multiplicacao ¢ de multiplicacao para potenciacao.
Assim, temos:

1 _ .
PA, =a, + T An—1) = PG =a gD

1 1 n—1)(n— 2
PA, = a.-l—i—ﬁ A(n—l)—i—EA%n—l)(n—Q) = PGy=ay- ¢ V.2" "7

Ex: a,=1, 2, 4,8, ,...

s

2 W
qg=— = — =2 constante

Termo geral:

Ex:
2 10 150 20250
5 15 135 3645
39 27
¢ =3 constante, q=9, a; =2

Termo gcral:
¢ g —] anl—3
a, =251 . gn"-n

as =2-5%- 30 =2.625- 59049 = | 73811250

4 — Sequéncias numéricas do tipo AFPG

Onde A* sao diferencas entre termos consccutivos ¢ PG é uma Progressao Geométrica
com razao constante entre termos consccutivos.
Termo geral para k = 1: ¢ constante, ¢ = Ay /A1; A = as — ay.

_a(g— 1)+ A" 1)
- —

a'ﬂ'.

q=3, A=1

122

Ex: a, =1, 2, 5, |14

;4L




A: 1 39 27 81
q: 3 3 3 3
13- +13~t—-1) 243" t—-1 3vt41
ap = = —
3—1 2 )

P41 28 3’ +1
a.1:—;— :7:: afi:T+:122

Termo geral para k = 2:
q(q —1)*[ar + An = 1)] + (A?q)[(n —2) —(n — 1)g + ¢" ']
q(q — 1)
A =ay — ay, A? = (a3 — az) — (az — ay), q=2A2s/A
Ex: a, =3, 8, 15, 28,

A: 5 7 13 31
A?: 2 6 18
q: 3 3 constante

Ay =

(B3x2)(3+5x9)+(2x3)(3-4x3+3") 12x23+6x72 708

‘ 3 x 22 12 12
Termo geral para k > 2:
m—1 n—1 n—1 n—1 —j
— . Ak. ) A™q, ’ =1
Ay, Z ( }x ) (11"’( al)z ( m—1 )}
k=0 j=1
Se o limite superior do somatorio for menor que o inferior, o resultado é zero.
4 4 3 2\ | 1
e AO A AZ , - 0 1 . 2
as (l)) ar + (1) ar + ( al)[(l)q )7+ 1,)e
=a1 +4A+A*(3+2¢+¢*) =3+4x5+2(34+6+9) =59
Obs: Aa; = ay; AFay para todo k > 0 & AF.
5 — Sequéncias numeéricas por recorréncia de primeira

ordem

Termo geral: X,, = g(n) X,, 1+ h(n)
h(n) # 0, g(n) = C: Recorréncia lincar de primeira ordem nao homogénea.

T,: 1,3, 6,10, 15, 21, ... C=1, h(n)=n

Por recorréncia: Xy =1, X,, = X,,-1 +n.

Termo geral:
1
E Xi—Xia= E C
i=1 i



" (1+n)n nm+1)
X, = = =
"= 2 2

i=1

X, ¢ o resultado da soma telescopica X; — X, 4.

X, — X (Xn = U)

+ X — Xy n
XS_XZ :X'ﬂ 21:1—1—24—3—{—...—{—?‘1
. i=1
X‘!L_X‘.I’L—l

. ar +an)n  (L+n)n
- v ( T
PA:ay=1,a,=n; S,= 5 = 5
Portanto, os nimeros triangulares formam uma sequéncia por recorréncia de primeira
ordem lincar nao homogénca com termo geral:

(n+ 1
T — ??(T?{—{— )
2
6 — Sequéncias numéricas por recorréncia de segunda

ordem

Termo geral: a X, =bX,, | +cX, 5
Equacao caracteristica: az? —br —c =0
Raizes 7, s.

1. Ser=s X,=(an+pg)-r"

2. Ser#s  X,=ar"+ /5"
T {

Fu : 01 1: 1: 21 31 5: 8 s E] - 0- Fl - J-- Fu =1Ilpt F!L—Z
Equacao caracteristica: 22 — 2 — 1 =0

Raizes:
1++5 1-+5
2 ? 2 b]

T =

F,=ar"+3s"

. Fp=ar’+8s" = a+=0= a=-4

1 5 [ 1T —4/5
o) (50

1 5 1—+5 —B—BvV5+ B — BvV5 .
2 2 2
. 1 1
c. == =, a=—
() ()



s L (LevB) 1 (145
A\ 2 ) A 2

b LB\ (15
"5 2 2
7 — Sequéncias numéricas notaveis
1 — Sequéncia de Fibonacci: F),

FTL:FFL—1+F(l—2; Flz]-; F‘ZZ]-

Fo=1.12358 .. —[(XH¥Y2) _(l=v

Propriedades

_ F(n)

1. lim ————
TL— D0 F (n — 1)
A sequéncia ¢ a razao aurca aparccem constantemente na biologia, pois a proporcao
bascada em ¢ permite o empacotamento ideal de estruturas sem desperdicio de
espago.

=¢ (Razao Aurca ~ 1,618)

F Fie 987
= = 1,618033.
Fis 15 T 610 6

2. Identidade de Cassini:
Fin—1)-F(n+1)— F(n)2 = (—-1)"
Ex:n==6 Fsx F;—F;=(-1)°%=1
Fx13 -8 =65—64=1

3. MDC(F(a), F(b)) = F(MDC(a, b))
Ex: a=4,b=28 F(4) =3, F(8) =21, MDC(21,3) =3

MDC(8,4) =4 = F(4)=3

4. F(n) =



2 — Sequéncia de Lucas: L,
Ly,=1L, 1+ Lu—Z; Lo = 21 Li=1

Ln - Fu—l + F‘.I’L-f—la SF‘.I’L = L’n—l + Ln-{—l

1 5 n 1 — 5 T
L,—2 1.3.4.7 11, ... LV V5

; ;4 ; 5 5
Propriedades

1. lim =¢, L.o=¢"+(1—¢)"

n—00 Ln—l

2. F‘Z'u = Fn . L'n,
Ex: n=23: F(-',:E; XL-:;:2X4:8
3. L'u = tp1+ Ff£+1

3 — Sequéncia dos niimeros naturais
Nwy=1,2,3,4,5,6,...,n ou Npy=0,1,2,3,4,5,6,...,n
Contagem de objetos.
Axiomas de Peano

1. O zero ¢ um namero natural (0 € N).

2. Todo o namero natural tem um sucessor que também ¢ um nimero natural (se
n € N, entao S(n) € N).
3. O zero nao ¢ sucessor de nenhum niimero (néo existe n tal que S(n) = 0).

o

4. Nameros diferentes tém sucessores diferentes (se S(a) = S(b), entao a = b).

5. Axioma da Indugao: sc uma propricdade ¢ valida para o zero e, assumindo que
¢ valida para um
namero k, conseguimos provar que ¢ valida para o scu sucessor S(k), entao a pro-

pricdade ¢ valida para todos os niimeros naturais.

Teorema fundamental da aritmética: todo nimero natural maior que 1 ou ¢ primo
ou pode ser fatorado de forma tinica como um produto de nimeros primos.
Cardinalidade de N: X, — infinito enumeravel.

(N, +) monéide : e =10 (N,-) monoéide : ¢ =1



4 — Sequéncia dos ntimeros triangulares

. 1
T,=0,1,3 6 10,15, 21, ... @
T_i:?, T _ n+1\ (n+1)
" — K " 2 - 21(n—1)!
T35 =6 .. triangulo equilatero lado 3 pontos, total 6 pontos.

T, =T,-1+n (recorréncia de primeira ordem)

100 x 101 .
Gauss: T)pp = —— = 5050

Propriedades
1. T, +T,=n> ¥VneN
Ex: I5+j},:l5+21:36:62

T

2. ) it =12

i—1

Ex: 1°+2°+ 3>+ 4% + 5% + 6% = T = 21 = 441
3. Tg + TE+1 = T{n+1)2 VneN

Ex: T3 + T} = Tig; 6%+ 10 =136 = Ti6 =8 x 17
4. 8T, +1=2n+1)* VneN

Ex:n=38T3+1=7"=8x6+1=49

5. Existe um tinico niimero triangular primo: 75 = 3; curiosamente 2 ¢ o inico primo

par.

6. Nao existe namero triangular congruente a 2 mod 3.

5 — Sequéncia das poténcias de base 2
ap=1, a,=2-a,1 Vn>1
Ap = 2"

an: 1,2,4, 816,32, ..., 2" PG g =2

2101 1024 kilobyte
220 : 1048 576 megabyte
23011073 741 824 gigabyte
Propriedades
1LY 20 =2042 422 g2t =2nt )

i—=0

B

M, =2"—1; 2°—1=7— primo de Mersennc.

e

4. Soma dos termos da linha i do triangulo de Pascal: 2°.

9

212" —1);  2%(2° —1) =4 x 7 =28 — ntimero perfeito: 1+ 2+ 4+ 7+ 14 = 28.



8 — Séries e convergéncia de séries

Uma série é a soma dos termos de uma sequéncia, que pode ser finita ou infinita. As séries
infinitas tém maior interesse uma vez que podem convergir para valores finitos, como por

exemplo:
f: L + - = + = = + ! +---=1
fe2m 2 4 8 16

Mas também existem séries finitas interessantes, como por exemplo:

Zfig:134’23"'33"'““"”3:Tf?

i—1

Séries infinitas convergentes:

1. Euler:
N 1—1—|—l+1—|— +-= :
nlﬂz 49 16 6
2. Leibniz: -
(—1)" 1+l_1 1
n_ﬂ?n—kl_ 3 5 79 4
3' o0
Zl—l+1+1+ =1l t=e
£nl 0! 2! 3! a 2 6 B
+ 1
(1)t 11
=1l—=4+=-—= =In2
Z n 2+3 + H
n—=1
5. Ramanujan:

2v/2 o= (4n)! (1103 + 26390n) 1
9801 nz_; (n!)t 3961 T

10



